Aufgabenkatalog Analysis — Sommersemester 2019
Aufgaben zum Thema Stetigkeit
DRr. ANTON MALEVICH, LEONARD BECHTEL, JULIAN MAAS

Aufgabe 1 (1) Stetigkeit nachweisen mit e-6- Kriterium
Zeigen Sie mithilfe des e-0-Kriteriums, dass die folgenden Funktionen stetig in den ange-
gebenen Definitionsbereichen sind.

i) filx)=2x+4+5, =xz€R iii) f3(z) =z, x€]0,00)
ii) fo(r)=2% =x€R
Aufgabe 2 (3) Beweis mit e-0-Kriterium

Sei f : R — R eine Funktion mit f(0) = 0. Zusétzlich gelte f(z +y) = f(z) + f(y) fir
alle x € R. Zeigen Sie, dass f auf ganz R stetig ist.

Aufgabe 3 (2) Stetigkeit stiickweise definierter Funktionen
Betrachten Sie die Funktion

4 —4 2 4
%, falls € R\{—1, +1}
) . _ xre —
f:R—R vermoge f(z)= a, falls z = —1
B, falls z =1

Bestimmen Sie & € R und 3 € R so, dass f(x) in R stetig ist.

Aufgabe 4 (3) Dirichletsche Sprungfunktion
Eine bezueglich ihrer Stetigkeit besonders interessante Funktion ist die sogenannte Dirichlet-
Sprungfunktion:

1, falls x rational

fa:R— R vermdge fa(z):= { 0, falls x irrational

i) Beweisen Sie, dass die Dirichlet-Sprungfunktion in keinem Punkt zy € R stetig ist.
Sei nun f: R — R eine Funktion mit der Eigenschaft
|f(x)| < |z| firalle xz € R.
ii) Beweisen Sie, dass f(x) in xzo = 0 stetig ist.
iii) Untersuchen Sie nun die der folgende Funktion auf Stetigkeit:

x, falls x rational

Ja:R— R vermoge fa(z) := { 0, falls z irrational

Aufgabe 5 (3) Fizpunkte von Iterationsfolgen

Sei die Funktion f : [a,b] — [a,b] mit a,b € R monoton wachsend und stetig.
Zeigen Sie, dass dann fiir beliebiges xg € [a, b] die Iterationsfolge {zy, }nen

mit 41 1= f(x,):

i) monoton ist (Fallunterscheidung!).

ii) gegen einen Grenzwert & konvergiert.

i) f(€) = € gilt.
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Aufgabe 6 (3) Zusammenhang gleichmdfige und punktweise Stetigkeit

Beweisen Sie:

Eine Funktion f : D C R — R die gleichméBig stetig (auf D) ist, ist stetig in jedem
Punkt ¢ € D.

Aufgabe 7 (2) Stetigkeit und gleichmdfige Stetigkeit
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und gleichméfige Stetigkeit in
den angegebenen Definitionsbereichen:

. 1
= 0,1 —

1) fl(ﬂf) \/57 T E [ ’ ] V) f5(af> - m, T e R

if =2% ze[-1,1

W R = e Ly W) fole) =lel, we®

iii) f3(z)=2° z€eR 1
sin—, fallsx #0 R

i 1 vii) fr(x) = z’ x €

) fal@)=—, z€(01] 0, fallsz=0

Aufgabe 8 (3) Lipschitzstetigkeit impliziert gleichmdfige Stetigkeit

Es sei f: R — R Lipschitzstetig, d.h. es existiert eine Zahl L € [0, c0) mit

|f(x) — fly)| < L|zx—y| firallezeR.

Beweisen Sie, dass f(x) dann auch in R gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 9 (3) Vererbung der Stetigkeit
Es seien f,g: D CR — R in zg € D stetig und A € R.
Beweisen Sie, dass dann folgende Funktionen ebenfalls stetig in ¢ € D sind:

i) (f+9)(x) = f(z)+g(z) iv) (Z;) (z) = ;EB, g #0fiirallez € D

i) (A f)(2) = Af(2) fz), falls f(z) > g(x)

g(z), sonst

vii) max{f(z),g(x)} := {
i) (f —g)(z) = f(z) — g(z)

iv) (If)(z) := |f(2)] viii) min{f(z), g(z)} ::{ f(z), falls f(z) < g()

g(z), sonst
v) (f9)(@) := f(z)g(x) ix) go f(x) = g(f(x))

Wobei fiir die letzte Teilaufgabe ix) gelte f : D — FE ist stetiginxzg € Dund g : F — R
ist stetig in yo := f(z0).

Aufgabe 10 (2) Fundamentalsatz von Weierstraf

Laut dem Fundamentalsatz von Weierstraf ist eine auf einer kompakten Menge K C R
definierte, stetige Funktion f : K — R beschriankt und besitzt sowohl ein Minimum als
auch ein Maximum.

Finden Sie jeweils ein Beispiel fiir ein offenes, ein halboffenes und unbeschrénktes Ge-
biet, sowie zugehorige Funktionen, die unbeschrénkt sind (bzw. ihre Extremwerte nicht
annehmen).
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Aufgabe 11 (3) Gleichheit stetiger Funktionen
Seien f,g: R — R zwei stetige Funktionen mit der Eigenschaft:

f(z) =g(z) firalle x € Q.
Beweisen Sie, dass dann gilt
f(x) =g(x) fir alle x € R.

Aufgabe 12 (3) Fizpunkte stetiger Funktionen

Es seien a < b reelle Zahlen.

Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes, dass jede stetige Funktion f : [a,b] — [a, b],
einen Fizpunkt besitzt, d.h. es existiert ein £ € [a, b] mit der Eigenschaft

f&) =¢.

Aufgabe 13 (3) Losbarkeit nicht-trivialer Funktionalgleichungen
Untersuchen Sie, ob es fiir die folgenden Gleichungen jeweils eine reelle Zahl x > 0 gibt,
die die folgende Gleichung erfiillt:

i) eV® =sin(x) + 2 i) e =x+1

Aufgabe 14 (3) Punktweise und gleichmajfSige Konvergenz von Funktionenfolgen
Untersuchen Sie die Funktionenfolge {fx}ren der stetigen Funktionen

fe(z) :=2* z€]0,1]

auf Konvergenz. Existiert eine Grenzfunktion? Falls ja, liegt nur punktweise oder sogar
gleichméflige Konvergenz vor?



